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設定と主結果 I

目標. Gaussの算術幾何平均の枠組み (楕円曲線の周期・テータ定数・超
幾何級数)を F (x) = F (1/6, 1/2, 1;x) の場合に展開する.

Gauss の算術幾何平均
an+1 = (an + bn)/2, bn+1 =

√
anbn の共通極限は

MG(a0, b0) =
a0

F (1/2, 1/2, 1; 1− (b0/a0)2)
.

Legendre族の楕円曲線では, Jacobi の周期公式
ϑ00(τ(x))

2 = F (1/2, 1/2, 1;x) , τ(x) =
√
−1F (1/2, 1/2, 1; 1− x)

/
F (1/2, 1/2, 1;x)

が周期・テータ定数・超幾何級数を結ぶ. 反復 1回は τ 7→ 2τ に対応し, テータ定数の 2
倍公式

ϑ00(2τ)
2 =

ϑ00(τ)
2 + ϑ01(τ)

2

2
, ϑ01(2τ)

2 = ϑ00(τ)ϑ01(τ)

が (ϑ00(τ)
2, ϑ01(τ)

2) の相加・相乗平均を与える (J. M. Borwein and P. B. Borwein

1998 参照).

F (x) は種数 3の巡回曲線の周期に現れ, その対合による商は楕円曲線と
なる.
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設定と主結果 II

S(a, b) =
√
(a2 + ab+ b2)/3 とおき

M1(a, b) =
1

4

[a+ b

2
+ 3S(a, b) +

√
−1

√
3
(a+ b

2
− S(a, b)

)]
,

M2(a, b) =
1

4

[a+ b

2
+ 3S(a, b)−

√
−1

√
3
(a+ b

2
− S(a, b)

)]
.

(a0, b0) ∈ R2
>0 に対し (an+1, bn+1) = (M1(an, bn),M2(an, bn)) と反復す

る.
√
−1

√
3 を含むので n ≥ 1 の項は一般に複素数だが, bn = an となり,

両列は共通の正の実数 M(a0, b0) に 2次収束する.

定理 1 (主定理)

a0 > b0 > 0 に対し

M(a0, b0) =
a0

F (1/6, 1/2, 1; 1− (b0/a0)3)
2 .

M1,M2 は 1次同次, すなわち Mi(ca, cb) = cMi(a, b). よって M も 1次
同次で, 漸化式から M(a0, b0) = M(an, bn) が成り立つ (シフト不変性).
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楕円曲線の周期としての F (x) I

x ∈ (0, 1), λ3 = 1− x (0 < λ < 1) とし, 種数 3の巡回曲線
C(x) : w6 = z5(z − x)(z − 1)3 を考える. t = w2/(z2(z − 1)),
y =

√
−1xw/z2 とおくと C(x) は超楕円曲線 Cλ : y

2 = t(t3−λ3)(t3− 1)
と双有理同値で, 対合 ι(t, y) = (λ/t, λ2y/t4) をもつ.

命題 2

ι-不変な正則微分は Ω = (t2 − λ) dt/y が張り, r = t+ λ/t, u = y/t2 によ
り商曲線は楕円曲線

Eλ : u
2 = r3 − 3λr − (1 + λ3), pr∗ι (dr/u) = Ω.

B をベータ関数として
G(x) = B( 1

6
, 1
2
)F (1/6, 1/2, 2/3; 1− x) +B( 5

6
, 1
2
)(1− x)1/3F (5/6, 1/2, 4/3; 1− x)

とおく. 次が成り立つように H1(Cλ,Z)ι=1 の基底 α, β が取れる:∫
β
Ω =

4π√
3
F (x), τ(x) =

∫
α
Ω
/∫

β
Ω = −1

2
+

√
−1

2π

G(x)

F (x)
.

Ω = pr∗ι (dr/u) だから, Eλ の正則微分 dr/u の周期が F (x) で表された.
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Jacobi 型公式と 2τ 公式 I

ζ3 = e2π
√
−1/3,

a(τ) = ϑ00(τ)
4 + ζ3ϑ10(τ)

4, b(τ) = ϑ00(τ)
4 + ζ23ϑ10(τ)

4

とおく. 周期写像 x 7→ τ(x) の逆写像は x = 1− b(τ)3/a(τ)3 で与えられ
る. テータ定数の 2倍公式は

ϑ00(2τ)
2 =

ϑ00(τ)
2 + ϑ01(τ)

2

2
, ϑ10(2τ)

2 =
ϑ00(τ)

2 − ϑ01(τ)
2

2
.

定理 3 (Jacobi 型公式 (Matsumoto 2022 参照))

λ = b(τ)/a(τ), F (1− λ3)2 = a(τ).

定理 4 (2τ 公式)

上の 2倍公式から
a(2τ) = M1(a(τ), b(τ)), b(2τ) = M2(a(τ), b(τ)).

〈(1 + λ, 0)〉 を核とする同種写像 ϕλ をとると, その行き先は Eλ′ , λ′ =
b(2τ)/a(2τ). すなわち τ 7→ 2τ が ϕλ : Eλ → Eλ′ で実現される.
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共通極限 I

a0 > b0 > 0 に対し τ = τ(1− (b0/a0)
3) とおくと, Jacobi 型公式から

b0/a0 = b(τ)/a(τ). M の 1次同次性を 2度使って

M(a0, b0) = a0M(1, b0/a0) = a0M
(
1, b(τ)

a(τ)

)
=

a0
a(τ)

M(a(τ), b(τ)).

2τ 公式を繰り返し用いると, (a(τ), b(τ)) を初期値とする反復の第 n 項
は (a(2nτ), b(2nτ)) である. Im(2nτ) → ∞ と, カスプ √

−1∞ における
テータ定数の値 ϑ00 → 1, ϑ10 → 0 から (a(2nτ), b(2nτ)) → (1, 1). よっ
て M(a(τ), b(τ)) = 1.

定理 5 (主定理)

M(a0, b0) =
a0

F (1/6, 1/2, 1; 1− (b0/a0)3)
2 =

a0
ϑ00(τ)4 + ζ3ϑ10(τ)4

.

ϕλ は Vélu の公式 (Vélu 1971) で有理式として書け, その置換積分から
F (1− (λ′)3) =

√
M1(1, λ)F (1− λ3). これは逆写像を経由しない別証明

を与える.
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